JEODEZIK GOZLEMLER VE RASTGELE DEGIiSKEN
OZELLIKLERI

2. JEODEZIK GOZLEMLER VE ISTATISTIiK OZELLIKLERIi

Dogal bir olayi sayisal olarak ifade edebilmek i¢in, bu olay1 ayni tiirden birim segilen bir biiylikliiglin
katlar1 cinsinden ifade etmek yeterli olur. Uygulamada, bdyle bir olayin modellenmesi islemine 6zetle
6lgme denmektedir. Bunun neticesinde de her modellemeden ya da 6lgmeden elde edilen sayisal sonug

bilgilerine; dl¢ili ya da gézlem degerleri ad1 verilir.

Biitiin jeodezik nesneler ya da konular i¢in durum ayni olmaktadir. Yani, kantitatif 6zellige sahip dogal
durumdaki jeodezik bir biiylikliigli sayisal olarak temsil etmek i¢in ayni tiir 6zellige sahip bir diger
bliyiikliigli birim se¢ip, bu nesneyi birim sec¢ilen biiyiikliigiin katlar1 cinsinden ifade etme islemine
Jeodezik ol¢gme ve bir jeodezik 6lgmeden elde edilen sayisal sonug degerlerine de Jeodezik 6l¢ii ya da
Jjeodezik gozlem denmektedir. Boylece, dogada var olan ve her zaman tek anlam tasiyan yani; bir gercek
degere sahip bir jeodezik olay ya da nesne, ayn1 6zellige sahip, belirsizligi olmayan, kesin bir ifade ile
her zaman tek veya kesin anlami olan bir dille yani sayilarla ifade edilmis olur. Bu tiir sayilar, jeodezik
olgli ya da jeodezik gozlem veya jeodezik data (veri) degeri olmaktadir. Ayrica, bunlarin her biri nicel

ozellige sahip biiytikliiklerdir.

Burada yapilan agiklamadan goriildiigii gibi, jeodezik gozlemler (datalar, veriler) bir modelleme
sonucunda elde edilmis her zaman tek anlam tasiyan sayisal bilgilerdir. Bununla birlikte, uygulamada
her modelleme islemini daima olumsuz yonde etkileyen bazi istenmeyen ve her zaman hata
sayilabilecek karaktere sahip olumsuzluklar bulunmaktadir. Bir modelleme islemi igin bu tiir
olumsuzluklara genel anlamda hata ve hatalara neden olan olaylara da hata kaynaklar: denmektedir. Bir

modelleme isleminde bu tiir hatalara neden olan etkenler bir arada ele alindiklarinda bunlar;

Ortamdan kaynaklanan olumsuzluklar,
Kisilerden kaynaklanan olumsuzlukiar,

Aletlerden kaynaklanan olumsuzluklar,

seklinde ii¢ grup altinda ele almabilirler. Bu gibi nedenlerin, jeodezik 6l¢ii ya da gozlem degerleri

iizerindeki olumsuz etkilerinin sonuglar da gesitli karaktere sahip ol¢ii hatalar: olarak degerlendirilir.

Sonucta bu hatalar, bir biiyiikliigiin ¢cok sayida tekrarlanmis gozlemler ya da 6lgmeler neticesinde elde

edilmis tiim 6l¢ii degerleri arasinda, kiiciik degerli de olsalar bazi uyusumsuzluklara veya tutarsizliklara



neden olurlar. Neticede, bu anlamdaki biitiin 6l¢ii degerleri icin hatali 6l¢li kavrami kullanmak artik

kaginilmaz olur.

Bunun devaminda, jeodezik 6l¢ii ya da gozlem degerleri i¢in; ortamdan, kisilerden veya aletlerden
kaynaklandiklart varsayilan hatalar, olusumlari, &zellikleri ve herbirinin sergilemis oldugu
karakterlerine bagimli olarak farkli sekillerde ele alinip, gesitli sekillerde gruplandirilabilirler. Boyle bir
gruplama iglemi, biitiin 6l¢ii hatalari i¢in yapilabilir (Tablo 1).

Kaba Hatalar

. Sabit
OLCU J_: Sistematik Hatalar »F: Tek Tarafl
HATALARI L —»  Cift Tarafl

Rastgele Hatalar

Tablo 1: Hata tiirleri

Kaba hatalar: Bu tiir hatalar daha ¢ok bir dalginlik sonucunda meydana gelirler. Cogu zaman
Olciilerdeki kaba yanlisliklar olarak yorumlanirlar. Ekseriyetle Olciiyli yapan kisilerden veya
operatdrlerden kaynaklandiklar diisiiniiliir. Ol¢ii sayisimi artirmakla ve dlgiilerin karsilastirilmalar
sonucunda hemen fark edilebilirler. Kaba hatalar 6l¢iilerin tekrarlanmasi yoluyla giderilebilirler. Clinkii
bu hatalar &l¢ii degerleri igin kaba yanlishiklar olup miktarca biiyiik degerlerdirler. Ornegin, teodolitle
bir a¢inin 6lgiilmesi esnasinda, dogrultu gozlemlerinden birinin ag1 degerinin  66° yerine 999 gibi

yanlig bir degerin okunmus veya yazilmis olmasi bu tiir hatalara bir 6rnek teskil etmektedir.

Sistematik Hatalar: Bu tiir hatalar 6lgiileri nedeni bilinen bir veya birkag parametrenin fonksiyonu
bi¢ciminde etkilerler. Olusumlari nedeniyle daima belli bir kurala veya sistematige bagh
yanligliklardirlar. Sahip olduklar1 6zellikleri geregi farkli ti¢ grup altinda ele alinabilirler. Bunlardan;

Sabit sistematik hatalar; Olgiileri her seferinde sabit bir deger kadar etkileyen hatalardir. Miktar ve
isaretge daima sabit bir degerde olurlar. Daha ¢ok bunlarin 6l¢ii aninda kullanilan aletlerden ve ortamdan
kaynaklandiklari sanilir. Bunlar, cogu zaman gozlemlerde uygun dl¢ii teknik ya da yontemi kullanilarak
giderilebilirler. Ornegin, Teodolitle ag1 6lgiisii yaparken diirbiiniin her iki durumunu kullanarak tam dizi
(silsile) ag1 gozlemi yonteminin kullanilmasi veya nivelmanda nivonun iki miraya esit mesafede bir yere
kurularak yiikseklik farkinin 6l¢iilmesi 6rnekleri verilebilir. Ciinkii tam dizi a¢1 6l¢iisiinde diirbiiniin her
iki durumunda 6l¢ii yapilmasi ile aletin optik ekseninin yatay (muylu) eksenine dik olmamasindan
kaynaklanan hata giderilmis olur. Ayni sekilde bir nivelmanda, nivonun iki komsu miraya esit mesafede

bir yere kurularak mira okumalari neticesinde mira tutulan noktalar arasindaki yiikseklik farkinin



belirlenmesinde oldugu gibi; hem kiireselligin (ortamin etkisi), hem de nivonun optik eksenin diizeg
eksenine paralel olmamasindan kaynaklanan sabit sistematik hatanin, her ikisi de birlikte giderilmis
olur. iste 6l¢me tekniginde bdyle bir 6zellik ya da dzel dl¢ii yontemlerinin kullanilmis olmasinin baslica
nedeni, cesitli jeodezik 6lgme problemlerinde olusabilecek sabit sistematik karakterli 6l¢ii hatalarinin

oOl¢ii aninda kendiliginden giderilmis olmasinin temel fikri yatmaktadir.

Tek tarafli sistematik hatalar; Bunlar 6l¢ii degerlerini hep ayn1 yonde etkileyen hatalardir. Miktarca
farkli olabilirler ancak isaretge daima sabittirler. Yani bir 6l¢me isleminde ya hep pozitif ya da hep
negatif isaretli olurlar. Buna bir 6rnek, arazide zemine isaretlenmis ancak birkag serit metre boyundaki
bir mesafede bulunan iki nokta arasindaki yatay mesafenin portreler bigiminde parcali bir diizende
Olciilmesinde yapilan; dogrultuya tam girememeden dolay1 olusan 6l¢ii hatasi verilebilir. Bu tiir hatalar
oOlgli sayisini artirilmakla tam giderilemezler. Ancak belli bir miktar azaltilmig olurlar. Genelde, ¢ok

kiiciik degerde de olsalar, bu tiir 61¢ii sonuglarinin igerisinde her zaman var olduklar1 diisiiniilebilir.

Cift tarafli (Degisken) sistematik hatalar; Bu tiir hatalar tiim 6l¢iileri belli parametrelerin fonksiyonlar
seklinde etkilerler. Miktarca kii¢iik olmalarina ragmen pozitif ve negatif isaretli olabilirler. Ancak, isaret
degisimi hataya neden olan parametrenin ya da parametrelerin degisimine gore belli araliklarla
gerceklesir. Bu nedenle, degisken sistematik (¢ift tarafl sistematik) hatalarda, ¢ok kii¢iik aralikta igaret
degisikligi goriilmez. Bunlar sadece, hataya neden olan parametrenin ya da parametrelerin belirlenmesi
neticesinde, bunlarin fonksiyonu seklinde hesaplanarak isaretlerine gore dlgiilere diizeltme bigiminde
ilave edilerek giderilebilirler. Olgii sayisii artirmakla ya da uygun 6lgii ydntemi kullanmakla higbir
zaman giderilemezler. Bu duruma bir 6rnek, gelik serit metre ile uzunluk 6lgiisiinde dlgiilen degerlere
getirilmesi gereken 1s1 diizeltmesi 6rnek verilebilir. Sicaklik degistikce serit metrenin boyu da benzer
oranda degiseceginden, olmasi gereken degerden daha fazla ya da az bir deger olgiiliir. Her seferinde bu

miktar hesaplanarak 6l¢iilen uzunluk degerine diizeltme olarak getirilmesi gerekir.

Ancak burada sdylemek gerekirse, degisken sistematik hatalar; bu tiir hataya neden olan parametrelerin
tam ve dogru bir bicimde tespit edilmeleri ve kesin ya da dogru bir sekilde analitik fonksiyonlarla
modellendirilmeleri ile dlglilerden tam giderilebilecekleri sdylenebilir. Uygulamada bu tiir hatalar i¢in
kullanilan matematik modellemelerin belirlenmesi geregi ¢ok kiigiik miktarda olanlar1 tam
giderilemediginden az da olsa dlgiilerin icerisinde daima sakli kaldiklar1 kabul edilebilir. Bu durum, her
seferinde gozlemler arasinda bir uyusumsuzluga neden olur. Pratikte, bu gibi uyusumsuz ol¢iileri
belirlemek artik istatisti§in bir diger uygulama konusu olan “uyusumsuz OSlgiilerin belirlenmesi”

yontemlerinden biri ile saglanabilir (Baarda 1967).

Rastgele (Tesadiifi) Hatalar: Literatiirlerde bu tiir hatalara; diizensiz hatalar, aksidental hatalar, gayr:

muntazam hatalar, gelisigiizel hatalar..vs. gibi isimler altinda rastlamak miimkiindiir. Ancak,



ginimiizde yaygin kullanilani, rastgele olcii hatast sozciigiidir. Rastgele hatalar; nedeni tam olarak
bilinemeyen ya da bunlar bilinemeyen ¢ok sayida elemanter hatanin birlikte dlgiilere etki ederek neden
oldugu hatalardir. Bu haliyle ¢cok sayida elemanter hatanin herhangi bir fonksiyonu bi¢giminde meydana
geldikleri diigiiniilebilir. Miktarca ¢ok kiiglik degerde olabilecekleri gibi pozitif ve negatif isaretli de
olabilirler. Ancak, degisken sistematik hatalarin aksine, ¢ok kisa araliklarla hemen isaret degistirirler.
Bunlarin gézlemlerde her zaman var olduklar: diisiiniiliir. Ornegin, bir diizlem iicgenin &l¢iilmiis ii¢
agisimin degerinin toplamn 2009 olsa bile her bir aginin rastgele olgii hatasi igermemis oldugu
sdylenemez. Uggenin her bir i¢ agisindaki rastgele olgii hatalart pozitif veya negatif isaretli
olacaklarindan toplam etkileri sifir olabilir. Bu diisiinceden dolay1 toplam etkilerine bakilarak, 6l¢ii
degerlerinin hatasiz olduklart higbir zaman sdylenemez. Bunlarin her zaman Olgiilerin igerisinde
saklandiklar1 disiiniiliirt. Ancak, bunlarin sonu¢ Ozellikleri hakkinda bir takim bilgilere sahip
olunmaktadir. Bu tiir bilgiler asagidaki gibi siralanabilirler.

Olg¢ii sayist sonsuz olunca, pozitif olanlarimin sayisi negatif olanlarina esit olur. Diger bir ifade ile
toplamlart sifirdir. Ya da pozitif rastgele hata yapma olasilig negatif rastgele hata yapma olasiligina

esittir. Bu haliyle her zaman ortalama degere gore simetrik dagilimda olurlar.

Biiyiik miktarda olanlarimin sayisi, kiiciik miktarda olanlarmmin sayisindan her zaman daha azdir. Bunun
neticesinde, ortalamadan uzaklastikca veri yogunlugu azalacagindan, dagilimi tamimlayan frekans ya

da yogunluk egrisi x ekseni ile yaklasarak asimtotik olur.
Ayrica, rastgele hatalar ¢ok kisa araliklarla sik¢a isaret degistirilirler.
Neticede; negatif ve pozitif isaretli olabilirler.

Bu 6zelliklerinde dolay1 tiim rastgele 6l¢ii hatalari; Sekil 1°de verildigi gibi farkli sinif araligina sahip

histogramlarla ya da yogunluk fonksiyonlar: ile ifade edilebilirler.

/() /(@)

£

0

Sekil 1: Rastgele ol¢ii hatalarumin histogram dagilimi



Bu durumuyla, bir 6rnekleme sonucunda olusan rastgele 6l¢ii hatalari, anormal durumdaki kose
degerleri yani uyusumsuz olanlar1 dikkate alinmadiginda, her zaman modu medyanina esit bir normal
dagilimda olduklari kabul edilir. Bu diisiincenin sonucunda bu tiir bilgiler; GAUSS " un ¢an egrisine uygun

simetrik yapili bir normal dagilim grafigi sergiledikleri rahatlikla soylenebilir (Sekil 1).

Neticede, rastgele ol¢ii hatalan sergiledikleri 6zellikler geregi, sadece istatistik
kurallarla incelenebilirler. Bu nedenle, bir dl¢ii kiimesi ile ilgili dagilimin istatistik parametre degerleri
olan; umut ve varyans degerleri, rastgele 6l¢ii hatalarmni igeren gézlem degerlerinden ancak 6zel istatistik

kestirim kurallarindan birinin kullanilmasi ile tahmin edilebilirler.

Bu agiklamalarin sonucunda, dzetle, rastgele 6lgii hatalari; istatistik anlamda normal dagilima sahip bir
rastgele degisken 6zelliginde olduklari rahatlikla sdylenebilir. Bu nedenle de; her yoniiyle matematik

istatistik kurallarla kolayca irdelenebilirler.

Benzer sekilde, farkli jeodezik uygulamalardan cesitli alet ve yontemler kulanilarak kaba ve her tiirlii

sistematik hatalardan arindirilmis olduklari kabul edilen her bir |, jeodezik dl¢ii ya da gozlem degeri,

e Trend (ger¢ek deger)

&; . Rastgele ol¢ii hatalarin

iceren iki ayr1 parametrenin bir arada birlikte bulunmasindan,

i =1 L 2-1

seklinde olusmus rastgele Olgli hatalarina gore sabit bir miktar kadar Otelenmis sayisal degerler
olmaktadir. Burada, , trend veya gergek deger, sabit bir say1 ve ¢&; rastgele 6l¢ii hatalar: da istatistik
anlamda bir rastgele degisken olduklarindan, “istatistik bir kural olarak bir rastgele degiskenin béyle

bir lineer doniigiimii sonucunda elde edilen doniistiiriilmiis yeni rastgele degiskenin de benzer ozellige

sahip bir rastgele degisken olmaktadir”, kuralindan hareketle, bunlarin toplami bi¢iminde meydana
gelmis olan |, ol¢ii degerleri de, &; rastgele dlcii hatas1 degiskeninin benzer 6zelligine sahip bir diger
rastgele degisken olurlar. Bu tanmima gore aralarindaki fark sadece sabit bir 6teleme degerinden bagka

bir sey olmamaktadir. Bu gibi bir deger de sabit bir say1 olan 4 ortalama degeri kadardir (Sekil 2).



Bu nedenle, burada tekrar 6zetlemek gerekirse; |,

jeodezik Olcli ya da gdzlem degerleri ¢&; Olci
hatalar1 gibi benzer 6zellige sahip, ancak I; — N(, ,a,zl) seklinde 44 ortalama degerine ve 0,?

varyansina gore merkezi olmayan (dig merkezli) simetrik bir normal dagilimda istatistik veriler olduklari

sOylenebilir.
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Sekil 2: Jeodezik 6l¢ii ya da gézlemlerin dagilin

Bunun sonucunda, biitiin jeodezik gézlemler normal dagilim ve normal dagilimli rastgele degiskenlerin
farkli fonksiyonlar1 bi¢iminde tiiretilmis diger rastgele degiskenlerin dagilimlar kullanilarak matematik

istatistik yasalarina gore irdelenip yorumlanabilirler.

2.1. Diizeltmelerle Rastgele Ol¢ii Hatalar1 Arasindaki Dogrusal iliskiler

Onceleri, jeodezik gdzlemlerin hatalarinin deneysel dagilimlari ile ugrasilana kadar gegen siire
icerisinde, Ol¢ii diizeltmeleri ile ilgili & 6l¢ii hatalarminkine benzer bir istatistik diisiince gegersiz

say1lmaktaydi. Ancak ne var ki, her tiirlii jeodezik faaliyetin geliserek hiz kazandigi son yillarda konuyla
ilgili yapilan birgok deneme, incelemelerden ve aragtirmalardan sonra bu diisiinceden vazgegilerek, en
genel anlamiyla bir dengeleme hesab1 probleminin ¢oziimiinde L gdzlemlerin ve problemde bilinmeyen

secilmis X parametrelerinin kesin degerlerine gére matris bigiminde ifade edilmis matematik modeli;
L=d(X) ; P=q; 2-2

seklinde kurulmus bir dengeleme hesab1 fonksiyonel modeli esitliginin sol tarafindaki L kesin olgii
vektorii yerine |; gozlem degerlerinden kurulu | 6l¢ii degerleri vektorii kullanildiginda her bir 6lgiide
daima var oldugu diisiiniilen farkl degerdeki &, rastgele 6l¢ii hatalarindan dolay: esitligin sag ve sol

taraflar1 arasindaki denklik bozulur. Bunun neticesinde de bu esitligin her iki tarafi arasindaki denklik

iligkisi bozularak,



| = d(X) 2-3

bigiminde ifade edilmis olan bir analitik esitsizlik meydana gelir. Bir jeodezik problemin ¢ézliimiinde,
rastgele Ol¢ii hatalarimi da igeren Olgli ya da gozlem degerlerine gére kurulmus béyle bir (2-3)
esitsizliginde denkligi saglamak amaciyla esitsizlik bagintisinin sol tarafindaki 6l¢ii degerlerinin her

birine,

| +v=d(X) 2-4

seklinde ilave edilmesi gereken ve kiiciik miktarlardan olusan v; diizeltme degerleri ve bunlarin
olusturdugu terime de v Olgli diizeltmeleri vektorii denmektedir. Bu sekilde ifade edilmis olan
diizeltmelerin sayisal degerleri problemin ¢ézliimii i¢in olusturulan, ilk model kurma adiminda higbir
zaman bilinemez. Bunlarin sayisal degerleri ancak uygun tarzda gergeklestirilen problemin ¢ozlimii
sonucunda bilinebilir. Diger taraftan, bir problemle ilgili bu sekilde ifade edilmis olan bir dengeleme

hesab1 modelinde;

n: Esitligin sol tarafindaki | 6l¢ii vektoriinii olusturan |, 6l¢ii degerlerinin

sayisi,

u: Sag taraficin bilinmeyen segilen X bilinmeyen parametresi vektorii

elemanlarmin sayisindan

nyu daima fazla olmaktadir. Bu haliyle problemin ¢dziimii sonucunda elde edilmesi arzulanan X
kestirim parametreleri i¢in tek anlamli ¢6ziim dogrudan bilinen analitik denklem sistemleri ¢ozlimii
yontemi ya da kurallaryla gerceklestirilemez. Boyle durumlarda, tek anlamli ¢6ziim ancak uygun bir
ama¢ fonksiyonu secilerek kurulan matematik modelle her ikisinin birlikte ele alinarak
degerlendirilmesi neticesinde ancak gergeklestirilebilir. Dengeleme hesabi i¢in bdyle bir amag

fonksiyonu; GAUSS ’un daha 1795 yilinda 6l¢ii hatalari igin kullanmis oldugu

g'e—>min.

“Hatalarin karelerinin toplamimin minimum kilinmast ilkesi”, ancak daha sonralar ozellikle 1960
yillardan sonra GOTTHARDT ‘mn pratik uygulamalar icin kullanmakta oldugu bu kosulu o6l¢ii

diizeltmeleri i¢in degistirerek,

v PV — min.



bigiminde “Diizeltmelerin karelerinin agirlikli toplamlarinin minimum olmas:” bigiminde ifade ettigi

>

“En kiiciik kareler yontemi” ilkesi esas alinarak secilebilir. Hatirlanacagi gibi, boyle bir amag
fonksiyonuna gore gerceklestirilecek bir ¢éziimde kurulacak fonksiyonel modelin dogrusal olmasi
gerekir. Bu amagla, dogrusal olmayan (2-4) esitliginin sag tarafindaki X bilinmeyenler vektorii i¢in;
TAYLOR seri agiliminda birinci dereceden diferansiyel terimlerde yakinsayacak sekilde uygun bir x°

yaklasik deger segilerek 2. ve daha yiiksek dereceden terimleri ihmal edilmesi neticesinde X = x° +x
esitligine gore dogrusallastirilir. Béyle bir dogrusallastirma islemi sonucunda dengeleme hesabinin

dogrusal matematik modeli,

a) Fonksiyonel model igin,

Gy Gy @y,
% 0%, X, 00, %x9,..,.x0) = I, Vi X
Moy (2 %) f,(x2,x2,.. x%) —1 v X
A= (axl)o (6x2)0 (Gxu of._p=| 2% 2 Wl .2 Cx=|"?
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012 O1p ... Oy 01 G2 -+ O
2
C, = 0'.21 sz O'.2n — 52 02 q-zz o U2 — 520, 2.5
Oy Omp - OF Ont Gn2 - Gin

kare-simetrik yapidaki bir ifadeden elde edilen

1
Qi =—Cy
%o
matris gosterimleri kullanilmak iizere,

v=Ax—1 : Diizeltme denklemlerini, 2-6a

P=Qy' : Olgii agirliklarin 2-6b

seklinde elde edilmis olur.



Boyle bir matematik modelde, u bilinmeyen parametre sayisindan n>u daha fazla n 6l¢ii sayisina

denk sayida dogrusal denklemden kurulu boyle bir dogrusal matematik modelin v' Pv— min. En kiiciik

kareler yontemi ilkesine gore ¢cozlimiinden,

Bilinmeyenlerin tahmin degeri ~ : x=(ATPA) AP 2-7a
Diizeltmelerin tahmin degeri D v=Ax-I= {A(AT PA)TATP - E}I 2-7b
Dengeli él¢iilerin tahmin degeri : L=I1+v=A(ATPA)ATPI 2-7c

olarak elde edilir.

Buradan goriildiigi gibi diizeltmeler dogrudan ilk Slgiilerin bir fonksiyonu olmaktadir. Dolayist ile

li = p, & ilkdlgiiler, daha 6nce sozii edilmis oldugu gibi 4 gibi bir tam say1 (Trend) ile &; rastgele

0lcii hatas1 bilesenlerinden olusmus oldugundan, burada ilk dl¢iilerin bir fonksiyonu bigiminde verilmis

olan diizeltmelerin (2-7b) bagintisindan faydalanilarak diizeltmelerle rastgele 6lcii hatalari arasinda,
v={AATPA) AT —Q, [Pz 2-8

biciminde bir iligkisinin oldugu yazilabilir. Bu (2-8) iliskisi, ayn1 zamanda biitiin 6l¢erdeki rastgele 6l¢ii

hatalarinin herhangi bir 6l¢tiniin diizeltmesi {izerindeki toplam etkisini gostermektedir.

Diger taraftan ayn1 bagintiya ters agirliklarin yayilmasi kuralinin uygulanmasi sonucunda, diizeltmelerin

ters agirlik katsayilari igin,
Qu =Qu —AATPA*AT =Q, —Q; 2-9
matris ifadesi elde edilmis olur.

Neticede, bu sekilde elde edilmis olan Q,, diizeltmelerin ters agirlik matrisi bir 6nceki (2-8)

bagintisinda dikkate alinmasi neticesinde; & rastgele 6l¢ii hatalari

ile v olgii diizeltme degerleri arasidaki iligkiyi gosteren analitik baginti,
v=-Q,Pe=-Re¢ 2-10

olarak ya da daha agik bir gosterimle matris bigimindeki ifadesi,



Vi i hy - Mh||&
Vo 1 T - Do || &2 2:11

seklinde elde edilmis olur.

Bu formiilde 6l¢ii hatalari ile diizeltmeler arasindaki iliskiyi gosteren R=Q,, P kare simetrik matris

ifadesi
hh N2 - hy
y Ty ... I
R=Q,P= ?:1 2.2 2.n
e T2 -« T
e =le, & .. &,] rastgele ol¢ii hatalar: kiimesi boyutunda tekil yapida \dempotent ozellige sahip
1 &2 n V yap p 4

bir matris dir. Yani; /z(R)=Rank(R) (izi rangma esit) bir matris olmaktadir. Dolayisi ile inversi

alinamamaktadir. Ayrica, (2-11) bagmtisinda gerekli matrisiyel ¢arpim islemlerinin yapilmasi

neticesinden de goriildiigii gibi bir 6lgiliniin diizletmesi,

VI =—(r|1 6‘1+r|2 82+I’|3 83+ ...... +r|n 8n) , i=1,2,,n 2'12

bi¢iminde tiim diger ¢, rastgele dlcii hatalarinin dogrusal bir fonksiyonu olmaktadir. Diger bir ifade ile

bir dlgliniin diizeltmesi tiim 6lgiilerin hatalarindan belli oranda etkilenmektedir.

Ancak burada ne var ki, bir 6l¢iiniin diizeltmesi hatasinin isaretce tersi olmakla birlikte hi¢bir zaman
mutlak degerce birbirine esit olduklar1 sdylenemez. Bu nedenle, rastgele 6l¢ii hatalarinin dagilimi igin

sOylenen sozler 6l¢ii diizeltmeleri i¢in uzun yillar sdylenememistir.

Ancak, son yillarda konuyla ilgili yapilan birgok deneme ve incelemeler neticesinde normal dagilimdan

olan sapmalarin, dagilimin kdse veya ug degerleri goz ard1 edilse bile yine de diger alanlarda az da olsa

“«

kendilerini hala gosterdikleri ayrica kanitlanmigtir. Béyle olmakla birlikte (7-56) bagintisina gore;

X—> N(,2) normal dagilimli rastgele degiskenlerin A; mxn boyutunda bir matris olmak iizere
y=Ax+c seklindeki lineer doniisiimii sonucunda tamimlanan yeni y rastgele degiskeni de
y = N(Au+c, ASAT) parametrelerine gore normal dagilimda olacagindan”, normal dagilimdaki ¢

rastgele Ol¢ii hatalarinin dogrusal bir fonksiyonu olan v diizletme degerleri de benzer sekilde normal



dagilimda olmaktadir. Bu nedenle, farkli uygulamalarda bir 6neri olarak sdylenmektedir ki, burada sozii
edilen 6zelliklere sahip jeodezik gdzlemlerin bu sekildeki deneysel ve teorik dagilimlarinin arasindaki
sapma miktarlar1 ¢ok biiyiik olmamakla birlikte, bunlarin farkli ¢alismalarda her zaman uygun istatistik
test yontemleri kullanilarak istatistik olarak analiz edilmeleri ya da ilgili istatistik test yontemleri ile
irdelenmeleri gerekmektedir. Ayrica, bu gibi irdelemelerde unutulmamasi gereken diger bir konu da;
ilgili rastgele degiskenlerin dagilimlar1 arasindaki farkliliklarin, jeodezik denemeler sonucunda 6zel
sekilde belirlenmis 6l¢ii hatalariyla ilgili belli sinir degerlerini (hata sinirt formiillerinden hesaplanan
degerleri) asamayacagini gostermesidir. Bu hususun siirekli akillarda tutulmasi ve burada da

vurgulanmas1 gerekmektedir.

Neticede pratik olarak sdylenebilir ki, diizeltmelere iligkin dagilimla ilgili irdelemelerin kabul edilebilir
durumda olmasindan sonra (kése degerlerinin ayiklanmasindan sonra) &; Olgl hatalar1 hangi istatistik

kural ya da dagilimlarla incelenirse, |, jeodezik gozlem veya v, diizeltme degerleri de ayni istatistik

i
kurallarla incelenebilir varsayimi gegerli olmaktadir. Diger bir ifade ile & 0Ol¢ili hatalar1 normal
dagilimda olduklarindan bunlara karsilik gelen ancak birbiriyle uyusumlu olan |; jeodezik gbzlem veya

v; diizeltme degerleri de ayn1 dagilimda olduklar1 kabul edilebilir. Bu nedenle, uygulamada bunlarin

her biri benzer istatistik yontemlerle irdelenebilir.

Sonugta; biitiin jeodezik gozlemler dogal bir olay1 temsil ettiklerinden istatistik tanimlar1 geregi, normal

dagilimda olan birer rastgele degisken olduklar1 kabul edilebilir. Bu durumda, her bir I, 6l¢ii degerinin

yogunluk fonksiyonu da,

4 Umut deger,

o, Standart sapma

degerleri dagilimin parametrelerini géstermek tizere,

_l v 2-13

seklinde merkezi olmayan bir normal dagilim bagintisi ile ifade edilebilir. Ayrica; birbiriyle uyusumlu,

her biri normal dagilimda olan n adet ayrik tiirden 6l¢iiden olusan jeodezik gézlemlerin bir kiimesi;

L={l;, 05, )0} 2-14



seklindeki bir 6l¢ii vektorii ile gosterildiginde, bunun bilesik ¢ok boyutlu dagilimini temsil eden
yogunluk ya da frekans fonksiyonu da;

£ B} 02Qu) = ———— EXP— (o, (- EN)T Qi ~ Ef1)) 215

00(27T)§|Q|||5 o0

seklindeki bir tistel ifade ile verilebilir. Boyle bir yogunluk fonksiyonu ¢ok degiskenli oldugundan artik
tek degiskenli yogunluk fonksiyonlarinda oldugu gibi bir egri degil de degisken sayisina bagli olarak iki
rastgele degiskenli bir egri ylizey, li¢ veya daha fazla degisken igin de bir hacim ya da kapali bir hiper
yiizey temsil etmektedir.

Burada; of gozlemlerin varyans faktorii olmak iizere,

E{IA} . Gozlem vektoriiniin umut degerini,

olQ, : Gozlemlerin varyans-kovaryans degerlerini iceren

simetrik yapili bir kare matrisi
gostermektedir.

Burada tekrar vurgulamak gerekirse, bir 6nceki paragrafta sozii edilmis olan | gozlem vektoriiniin

rastgele degisken 6zelligine sahip Ol¢iilerden kurulu olmasi, onun,

x—>N(u , o?) 2-16
normal dagiliml rastgele degisken parametrelerine benzer bir gosterimle;
I > N(E{}, o3Q) 2-17
seklinde ifade edilebilmesine de olanak saglar. Bunun sonucunda, | goézlem vektoriiniin

E{l} : Ortalama,

olQ,: Varyant-kovaryans degerlerine

gore merkezi olmayan bir normal daglimda oldugu sdylenebilir.



Bu durumun 6zel bir hali olarak, gozlemlerin bagimsiz ya da korelasyonsuz ve esit duyarlikta olmalari

halinde ayn1 gézlemlerin;

E{l}: Ortalama,

ot : Egit varyans

degerli benzer bir normal dagilimda olduklar1 rahatlikla sdylenebilir. Aksi halde, | 6l¢ii vektorii ayn
ortalama degerli fakat daha karmasik yapidaki korelasyonlu bir normal dagilim sergiledikleri hicbir

zaman unutulmamasi gereken bir diger konu olmaktadir.
2.2. Diizeltmelerle Rastgele Olcii Hatalar1 Arasindaki Karesel iliskiler

Hata teorisi ve dengeleme hesabi kavramimin diislincesi cercevesinde rastgele Ol¢ii hatalari ile

diizeltmeler arasinda karesel yapidaki bir iligkiyi tanimlamak i¢in bir biyiikliige iliskin I, 6lgti degerleri
ile & kesinve u gercek degerleri arasindaki matematiksel iligkilerden hareket etmek yeterli olur.
Boyle bir iligki i¢in, |, 0Ol¢ili degerlerine gore ifade edilmis olan ayni biyiikligin, X kesin ve u

gercek degeri i¢in;
)2=|i+Vi ve /,lzli'f‘gi 2'18
bagintilarindan faydalanilarak,

)A(—Vi=,u—£i 2'19

esitligi kurulur. Bunun neticesinde parametreler arasinda
&j =(,u—)A()+V| 2'20

fonksiyonel iliskisi yazilabilir. Bir bilyiikliige iliskin n sayida 6l¢ii igin bu iliski,
[e]=n(u-%)+[v] 2-21

ve | dlgiilerinde x kesin degerin kestirilmesinde kullanilan En kiiciik kareler

yonteminin 6zelligi geregi [v] =0 olacagindan,

(u—%) = % 2-22



iligkisi elde edilir. Benzer sekilde (2-20) ‘de verilmis olan & = (¢ —X)+Vv; bagmtisinin her iki tarafinin

karesinin alinmasi neticesinde elde edilen,

& =(u—R)2+v2 +2v;(u—¥X) 2-23

karesel ifadenin n 6l¢ii say1 kadar degerinin toplamindan

[e2]=n(u— %) + [w]+ 2[v)(u - %) 2-24

karesel bagintis1 yazilabilir. Bu (2-24) karesel toplam bagintisinda,

—_—

V]=0 e @_@=E_ 2-25
n
olduklarinin dikkate alinmasindan,
[
[58]: [VV]+T 2-26
elde edilir. Burada gerekli islemlerin yapilmasi neticesinde de,

[SS]Z[VV]ﬁL%Jf%[SiSj] yada (n-Dfss]-2lge;]=nw] ;i=j 2-27b

karesel ifadesi elde edilir.

Sonucta burada tekrar sdylemek gerekirse, 6zel durumda yani gdzlemlerin korelasyonsuz olmasi halinde

bu iliski,

Eleie; =0

olacagindan,

(n-D[se]=n[w] 2-28

biciminde bir bagint1 olur.



Bu agiklamalarin sonucunda konuyla ilgili, bilinmeyenlerin u{n kosulunu saglayacak sekilde birden

fazla sayida olmasi halinde ayni1 karesel iliski,

* Korelasyonlu durum igin o (n—-u)les]- Z[gigj J: nfw] ; i#j 2-29a

* Korelasyonsuz durum i¢in de . (n—u)[se]=n[w] 2-29b
genellemeleri yapilabilir.
Ancak, burada, daha 6nceki konularda s6zii edildigi gibi her biri

& — N(/ugi ' O-é)

parametrelerine gére normal dagilimda olan rastgele 6l¢ii hatalarinin
[eg]=ef + &2 +....+ &7 2-29¢c

bicimde elde edilen toplamlar1 olan [gg] degeri, n o6lcii sayisia esit serbestlik derecesi de z?(n) -

dagilimindadir.

Bu haliyle uygulamada karsilasilabilen 6zel bir durum i¢in drnekleme veri kiimesinden hesaplanmig

diizeltmelerin

bigiminde elde edilmis toplam degerleri de her biri,
v >N(0,07)

parametrelerine gore normal dagilima sahip rastgele degiskenler olduklarindan ve ayrica (2-29)
bagintilarindaki denklik iliskisinden de faydalanilarak, f =n—u serbestlik derecesine gore y%(f)

dagilimina sahip birer rastgele degisken olabilecekleri rahatlikla sdylenebilir.

Bu nedenle, uygulamada bunlarla ilgili bu gibi biitiin istatistik inceleme ve irdelemeler y° dagilimnin

istatistik ozelliklerine gore gergeklestirilebilir.



Buna benzer sekilde, burada iizerinde durulmasi gereken diger bir durum da, ilk 6lgiilerin esit korelasyon

degerli olmalar1 halinde, bunlarin arasinda (2-27b) den de goriilecegi gibi,

[eiejJ ;od# ]
seklinde bir bagimlilik iliskisi bulunmasidir. n elemanli bir 6l¢ii grubu i¢in bdyle bir farkli degerli iligki,

n(n-1)
2

adet olmaktadir. Dolayisi ile esit duyarliktaki gézlemler i¢in bu gibi bir ortak otokovaryans iliskisi,
- [sie jJ
712 = h(n-1)
2

bagintisindan hesaplanabilir. Benzer sekilde, kovaryans degerleri ile korelasyon degeri arasindaki,

012 _ %1

Pe= T
01 05 0107

korelasyon bagmtisindan faydalanilarak,
012 = P120107

formiilii yazilabilir. Burada, ilk 6lgiiler o; =0, =0, esit duyarlikta biiyiikliikler olacagindan bunlarin

arasindaki caprazbagimlilik iliskisini gdsteren kovaryans degeri,

[gigj J: 05n(n-Noy, Ve o= plzag

esitligi ifade edilebilir. Bunun neticede, aralarinda,
[eg]=[wv]+ % +(N-1oy, = [w]+ % +(n=1)pp00 2-29d

bagmtisimin varligi soylenebilir.

Ozel durumda, aralarinda herhangi bir korelasyonun olmamasi halinde p;, =0 olacagindan 2-29d

formiiliiniin en sonterimi sifir olacagindan, bagimsiz ya da korelasyonsuz ilk 6lgiiler i¢in boyle bir ifade

n[w]= (n-1)|ee] 2-29%

olur.



Ancak, burada bagimsiz ilk 6l¢iiler icin daha genel bir durumu agiklamak gerekirse, bu ifadeki parametre
sayisinin birden fazla yani; u tane, u<n (n veri ya da él¢ii sayist ) olmak lizere, daha genel durum

i¢cin

n[vv]= (n—u)[es] 2-29f

genellestirilmesi yapilabilir.

Sonugta, tekrar vurgulamak gerekirse; (2-29d) bagntisindaki p;, degeri; ilk gozlem degerleri

arasindaki esit miktarda oldugu kabul edilen 6z korelasyon katsayisini temsil etmektedir. Aksi halde,

Py, degerinin sifir olmasi halinde dlgiilerin bagimsiz ya da korelasyonsuz olduklar1 séylenebilir.



